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EN

on vistas al perfeccionamiento del desempefo del atleta durante el lanzamiento
de la jabalina, se traz6 como objetivo elaborar, sobre la base de la aplicacion de
la mecanica newtoniana al proceso de vuelo de la jabalina, un modelo
matematico y una herramienta computarizada que posibiliten determinar la
influencia sobre la trayectoria de vuelo y alcance de la jabalina de los parametros
del lanzamiento en la fase de liberacion del implemento. Como resultado se
obtienen un modelo matematico y un software que posibilitan predecir el alcance
del implemento en funcion de las propiedades de la jabalina, del aire ambiente y
de los parametros iniciales del lanzamiento. EI modelo fue validado comparando
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la prediccidn con resultados experimentales obtenidos en el marco de esta
investigacion, asi como con datos obtenidos de competencias internacionales.
El error medio de prediccion del alcance de la jabalina, oscild, para diferentes
parametros iniciales, entre 0,65% y 1,58%.

PALABRAS CLAVE: jabalina, trayectoria, modelacion matematica.

ABSTRACT

of obtain a mathematical model to predict the scope and flight trajectory of
implement, in function of the release parameters, was traced. To dev e
model, the laws of Newtonian Mechanics were applied in the interacfi e
javelin with air and gravity. As a result, a computerized mathematical t at
allows predicting the flight path and scope of the implement, i fur:g\ion of the
properties of the javelin, the release parameters and thei ambignt.air‘conditions,

In order to improve the athlete's performance during javelin throw, the obje&
th

obtained in the framework of this research, as w s with data obtained from
international competitions. The mean error obta ng the comparison of the
javelin scope calculated with the model, wic)e ctual throwing results, ranged

from 0.65% to 1.58%. X

KEY WORDS: javelin, flight path \%tical modeling.

INTRODUCCION %

En la actualidad, la %nci de mejores desempefos de los atletas en las

modalidades del afletismo felacionadas con lanzamientos, ya sea del disco, del
martillo o de la jg % , €sta condicionado a la aplicacion, durante la seleccion
de los parametros Waiciales del lanzamiento, de las leyes de la fisica que

describen accion del implemento con el atleta, con las fuerzas
gravitat el aire circundante.

was obtained. Q
The model was validated by comparing the predi@ xperimental results
a

eféctuados sobre el desempefio de atletas del mas alto rendimiento
Brizuela y Ramon, 2004) en el que se incluyo al jabalinista cubano
io Gonzalez durante el campeonato mundial de atletismo de la IIAF
rado en 1999, reflejaron deficiencias en los parametros iniciales del
nzamiento de este atleta que le impidieron incluirse en el cuadro de medallas
a pesar de haber imprimido una alta velocidad inicial al implemento. Estas
deficiencias pudieran preverse y evitarse si, durante las sesiones de
entrenamiento, se introduce un conjunto de resultados cientificos emanados de
la aplicacion de las leyes de la mecanica clasica al proceso de interaccion atleta-
implemento-aire y que rigen el proceso del vuelo de la jabalina.

De los resultados reportados de las investigaciones relacionadas con el
lanzamiento de la jabalina, se evidencia que no es posible investigar a fondo la
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influencia de los diferentes parametros que intervienen en el lanzamiento y vuelo
del implemento, si se abordan exclusivamente estudios experimentales. En este
tipo de evento deportivo se hace practicamente imposible ejecutar un disefio
experimental en el que puedan ser fijadas determinadas variables para estudiar
entonces la influencia de otras, ya que el lanzador no es una maquina en la que
pueda fijarse determinado parametro con precision. Esta situacion ha llevado a
los investigadores al desarrollo de modelos teodricos basados en la aplicacién de
las leyes de la fisica y la matematica, que posibiliten, por lo general con el auxilio
de computadoras, desentrafiar la esencia del proceso de lanzamiento y vuelo

la jabalina.

White (2013) recomienda que efectuar un analisis de sensibilidad durante I;
eventos de lanzamiento, en particular en el caso de la jabalina, so ible
mediante un modelo matematico, ya que en la practica, no es po it%' itar a
un atleta que intente realizar repetidos lanzamientos, fijando gl angulo”inicial y
aplicando diferentes velocidades de liberacion del implemento. Rlantea que
mediante un modelo y una computadora, pueden efectmai as o miles de

O

lanzamientos (virtuales) en un breve tiempo, pudiendo arse perfectamente
los parametros de entrada y salida. Asimismo sefala aLelacion optima entre
el angulo de lanzamiento y la velocidad de proyeccjon delymplemento, con vistas
a alcanzar el mayor alcance, puede ser particul te diferente para cada
atleta y que la determinacion de este indicador posible sin la ayuda de la
modelacién matematica conjuntamente cor la experimentacion. Es por esto que
la via de la modelacion conceptual, dtodo de investigacion, ha sido
abordada por un grupo importante.€le especialistas (Hatton, 2007; Maryniak
et.al., 2009; Chiu, 2009).

El lanzamiento vy vueIo@ jabalina es wun proceso gobernado
e

fundamentalmente por la la mecanica, por lo que ha sido preferencia
de los cientificos de ic&a esta tematica, la elaboracion de modelos
matematicos basa estas leyes, que posibiliten desentranar las
interrelaciones e iferentes variables de entrada y salida de dicho
proceso.

Morris 'y tt) (1996) establecieron un modelo de referencia para el
lanzami e la jabalina compuesto de tres niveles jerarquicos, situando en un
prim | relacionado con los parametros iniciales del lanzamiento, que

er nivel jerarquico, varios investigadores de diversos paises como
Unido (Hatton, 2007), Polonia (Maryniak; tadyzyhska-Kozdras, y
nska, 2009) y Taiwan (Chiu, 2009), entre otros, han desarrollado modelos
atematicos dirigidos a develar la importancia relativa de cada uno de estos
parametros en la trayectoria y alcance del implemento y de esta forma dirigir el
proceso de perfeccionamiento del lanzamiento con una fuerte base cientifica de
apoyo.

Hatton (2005) elabora un modelo conceptual a partir de la solucion de un sistema
de ecuaciones diferenciales que incorporan los tres elementos incidentes en el
movimiento de la jabalina: el arrastre, la sustentacion y la rotacién. EI modelo
tiene en cuenta la intensidad y direccion del viento y brinda como salida la
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distancia alcanzada por el implemento. Evaluando el modelo con datos de
entrada provenientes de dos competiciones internacionales, logré predicciones
en la distancia del lanzamiento con un error dentro del 1% para lanzamientos
entre 55-87 m, aunque efectuando determinadas suposiciones con relacién a la
velocidad del viento, la cual no fue registrada.

Maryniak et.al. (2009) desarrollan un modelo del sistema hombre-jabalina
conjuntamente con un modelo matematico del vuelo de la jabalina, incluyendo el

e

numéricas del modelo para diferentes velocidades y angulos de Iiberw

efecto de las vibraciones elasticas transversales. Efectuan evaluacion%'

aunque no reportan una validacién del modelo sobre |la base de su compara
con datos experimentales.

condiciones optimas del lanzamiento de la jabalina y comparglos kesultados de
la aplicacién del modelo con datos experimentales obtenj or'‘Best et. al.

Chiu (2009) elabora un modelo y un método computarizado pitg

numeérico aplicado considera las condiciones del
las fuerzas de arrastre y sustentacion aerodi
jabalina, asi como la posicion del centro depre
gravedad del implemento. Las fuerzas(de

ento,prevaleciente, asi como

icas que actuan sobre la
s con relacién al centro de
istencia y sustentacién las

determina a partir de expresiones formu anterioridad por Soong (1982).
Jiang y Zhou (2014) proponen u matematico que describe el vuelo de
la jabalina, obteniendo los eferentes a las fuerzas de arrastre,
sustentaciéon y el momento ul de lanzamiento (pitching moment) a partir

i . En su propuesta exponen los calculos de
te una computadora, arrojando como resultado

de ensayos en un tunel
optimizacion realizadog.medi

que cuando la veloci tnjcial del lanzamiento se encuentra en el rango de los
25 m/s — 30 m/s angulo de lanzamiento es 6o = 40° (6o - angulo del
vector velocidad uta de la jabalina con la horizontal en el instante de
liberacion defimplemento), con un angulo de ataque inicial oo =11° (a0 - angulo

dinal de la jabalina y el vector velocidad relativa entre la
al instante de liberacion del implemento). Al mismo tiempo los

c% necesaria y suficiente para obtener eficiencia aerodinamica en el vuelo

QI analisis bibliografico realizado, se evidencia que la experimentacién por si
ol

a, no constituye una via suficiente de investigacion del proceso de
lanzamiento de la jabalina, siendo necesario complementar el método
experimental con la obtencidn y aplicacion de modelos matematicos
conceptuales que permitan desentrafar la esencia de los fendbmenos que
intervienen en dicho proceso. Un modelo matematico de esta naturaleza,
debidamente validado, que posibilite predecir la caracteristica de la trayectoria y
alcance de la jabalina para diferentes combinaciones de parametros iniciales de
liberacion del implemento, constituye una herramienta de gran valor durante el
entrenamiento de los atletas, en particular durante la correcta seleccion de los
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parametros del lanzamiento durante la fase de liberacion del implemento.
Aunque se reporta en la literatura el desarrollo de modelos matematicos que
describen el proceso de lanzamiento y vuelo de la jabalina, los que son
disponibles (Hatton, 2005). solo ofrecen como salida la prediccion del alcance
del implemento, no posibilitando determinar todas las variables requeridas en los
estudios y estando ademas limitado el nivel de los parametros de entrada, por lo
que no pueden ser aplicados en categorias menores. De esta manera, se traza
como objetivos de esta investigacion los objetivos que se exponen a

continuacion. %
OBJETIVOS Q

e Elaborar, sobre la base de la aplicacion de las leyes de cdhica
Newtoniana, un modelo conceptual que posibilite predecir fa tr oriay
alcance del vuelo de la jabalina, en funcién de lo p:;ié\me ros que
caracterizan la etapa de liberacion del implementaq la*magnitud y
direccion del viento prevaleciente;

e Validar el modelo desarrollado mediante la i16n del alcance del
implemento calculado, con resultados experimentales y con resultados de
prediccion de otros modelos reportados.

FUNDAMENTACION TEORICA DEL M @

Para la modelacion mecanico-materméticaydel vuelo de la jabalina, se parte del
diagrama de cuerpo libre del i @ ne (Fig. 1) en un instante de tiempo t,
correspondiente a una posici 0 de su trayectoria de vuelo, o sea, la
trayectoria del centro de gr. ad {c.g.) de la jabalina, representada en la figura
por una linea azul discon

P
X1

: (%0 Yol d
% (.'-"/ T %

Fig.1 Diagrama de Cuerpo Libre de la Jabalina.

En la figura se destacan los siguientes parametros (unidades en el sistema
Internacional (SI):
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X-0-y —sistema de coordenadas cartesianas fijo a la tierra y que contiene el plano
de la trayectoria del centro de gravedad (c.g.) de la jabalina, siendo o-x la
superficie del suelo;

c.p. — centro de presiones (punto de aplicacion de la resultante de las fuerzas

aerodinamicas que ejerce el aire circundante sobre la jabalina) c%

acp — distancia desde el centro de presiones al centro de gravedad,;

V — velocidad absoluta (tangente a la trayectoria) del centro de gravedad%
jabalina;

el plano x-0-y de la trayectoria de la jabalina;

Vr — velocidad relativa entre el aire y la jabalina en el F’I@x.:o-},
o — angulo de ataque de la jabalina; '\
B —angulo de actitud de la jabalina (angulo entrg~] ej&7longitudinal de la jabalina

Va— componente horizontal de la velocidad de la corriente de aiT Ignte en

y el eje horizontal);

0 — angulo de trayectoria de la jabali a(}?u o que forma la velocidad
absoluta de la jabalina con ' al);

¢ — angulo con la horizontal%v cidad relativa de la jabalina respecto al

aire; %
Ra — fuerza de ar ,. (resistencia aerodinamica que ofrece el aire al

desplazamjertg jabalina, la cual se aplica en el centro de presiones
(c.p)yac % sentido contrario a la velocidad relativa vr entre el aire y

la jab%
Rs — fu % ustentacién aerodinamica de la jabalina, la cual se aplica en el

presiones (c.p.) y es perpendicular a la direccion de la velocidad
elativa Vr;

Q asa de la jabalina;
@ g — aceleracioén de la gravedad, g=9.8 [m/s?];

Q Xo , Yo — coordenadas del punto de liberacion de la jabalina.

Las ecuaciones diferenciales de la dinamica del vuelo de la jabalina pueden
determinarse partiendo de la aplicacidon de la 22 Ley de Newton al cuerpo libre
de la jabalina, para lo cual se ha tenido en cuenta, durante la idealizacion del
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fendmeno, algunas restricciones dirigidas a simplificar el modelo y por ende el
tratamiento matematico para su solucion.

La primera restriccion esta asociada a la no consideracion del efecto del
momento de fuerzas que actua sobre la jabalina en el plano de su trayectoria. Es
conocido de estudios previos (Hatton, 2005; Maheras, 2013) que durante el vuelo
de la jabalina el centro de presiones no coincide con el centro de gravedad,
provocandose un momento de fuerzas resultante, denominado “pitching
moment”. Este momento provoca una aceleracion angular que es variable y
caracter alternativo, ya que a su vez, las distancias entre el centro de presi %’
y el centro de gravedad son variables (Gonzalez et.al., 2019). Esta acelerasion
angular variable incide en la rotacion de la jabalina en el plano de su trayector
y coadyuva a la estabilidad del vuelo. En el modelo que se propgn ste
articulo, el efecto que pudiera ocasionar esta rotacion sobre | % ria y
alcance final de la jabalina es despreciado. Para esto se asume % los efectos
de la oscilacion hacia un lado de la posicion que tuviera la jabalina sihno oscilara,

se anulan con los efectos hacia el otro lado de dicha pdsicion. otro lado, en
un trabajo previo de los autores (Gonzélez-Martinht al., 2019) fue
e producen en la

determinado que los momentos de rotacidon maxi
jabalina no sobrepasan los 0,2 N.m.

Otra restriccién que se asume durante la id 'z%del fendmeno es el relativo
a despreciar el efecto de las vibracio e% eléls' as de la jabalina sobre su
trayectoria y alcance final. Este efecto iado por Maryniak et.al. (2009),
quienes concluyen que no influye degisiv nte en la trayectoria y alcance del

implemento. %
Una tercera restriccion ha sid@ siderar el posible efecto sobre la trayectoria
N

y alcance de la jabalina, iento de precesidén que pudiera efectuar la
jabalina en la direccionsperpegpdicular al plano teérico de vuelo.

Producto de estag restrigciones, durante la aplicacion de la 22 Ley de Newton
solo son consjderagag las ecuaciones que describen las relaciones entre las

fuerzas y las@celeraciones contenidas en el plano de la trayectoria de la jabalina,

las cuale& san como:
Ei RaX+RSX:m_de ....................................................... 1
dt

\ a,
Q M-g+Ra, —RS, =M-—= s 2

Los componentes Rax y Ray se determinan partiendo de la fuerza Ra de arrastre,
la cual se expresa como (White, F.M., 2011; Golf, J.E., 2013):

Ry=—C-Se (V) e 3

siendo:
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Ca — coeficiente de arrastre aerodinamico de la jabalina, que varia en funcion del
angulo de ataque (Ca= fi(@));

y — densidad del aire;

Ss — area de la seccion longitudinal de la jabalina. Q )

Los componentes Rsx y Rsy se determinan partiendo de la fuerza Rs d
sustentacion aerodinamica de la jabalina, la cual se expresa como (White, F.!Q,

2011; Golf, J.E., 2013):

Rs

Il
|
O

siendo:
Cs - coeficiente de sustentacion aerodinamica de la Jastbél cual también es

variable en funcion del angulo de ataque Cs=f2(«)

Las funciones Ca = fi(@) y Cs = f2(«), para las Ja% de ambos sexos, son
rramientas de Dinamica

obtenidas por los autores mediante la apllcaC|

de Fluidos Computacional (Gonzalez- etal, 2019), resultando
polinomios de tercer orden con coef|C|e t de etermmamon R?> 0,99, dados
por las siguientes funciones:

. \gb\@ S 5

(@+5)24c (@+5)+Coeevnannaannnnnn.. 6

Los valores de los co@r&teg ci se brindan en la Tabla 1, donde los subindices

os masculino y femenino, respectivamente

hy f correspond Q : ino. ) .
Tabla 1. Coefici€ntes deplas funciones C.= fi(«) y Cs = f2(«) para las jabalinas de ambos sexos.

C3 C2 C1 Co
»\ —2-10"° 2.42-107% 0 0.077

Aef— o —-1.4-107° 1.80-107* 0 0.075
Q Y Can —2-10° | 235-107* | 0.001 0
x Csf ~-1-107° 1.20-107* | 0.0025 0

A%QI angulo ¢ que forma la velocidad relativa de la jabalina con respecto a la

horizontal esta dado por:

Q ¢=tanl(ﬂ] ............................................. :

V-cos@—V,
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y el angulo @ que forma la velocidad absoluta de la jabalina con respecto a la
horizontal esta dado por:

mientras que:

o=
E= B o @

Las coordenadas de la trayectoria del centro de masa de J&@ a se
determinan como:

|
X=X+ [v,dt ... Y 10
Y=Y+ v, -dt.. 2 \ .................................. 1
De esta manera queda conformado un si ecuaciones cuya solucion
permite la determinaciéon de todos los ram s inherentes al vuelo de la
jabalina (Ra, Rax, Ray, Rs, Rsx, Rsy, V, Vx, Vy, , o, 0, ¢,XY).

computacion en soporte Mat sados en la aplicacion del método de
Runge-Kutta, evaluandose | xpyesiones para pequenos intervalos de tiempo
At cuya duracion se sele a el propio programa. Entre esos intervalos de

tiempo se supone un_movimignto con aceleracion constante, lo que facilita el
tratamiento de las e ones.

MATERIALES.Y ODOS EMPLEADOS PARA LA VALIDACION DEL
%égo

Para la solucién del sistema |ones se elabor6 un programa de
l

MODELO T,

La validacionydel modelo tedrico de prediccidn de la trayectoria y distancia de
alc implemento se efectud por dos vias:

\é luando el modelo con los datos de entrada procedentes de los
xperimentos de lanzamiento ejecutados en el marco de esta investigacion
y entonces comparando los alcances de los lanzamientos experimentales
con los calculados mediante el modelo propuesto y mediante otros modelos
reportados en la literatura;

— Evaluando el modelo propuesto con datos procedentes de competiciones
internacionales (Best et. al, 1993) y comparando los resultados de salida del
modelo con el alcance obtenido en dichos lanzamientos, asi como
comparando con el resultado obtenido con otros modelos reportados en la
literatura.
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La investigacion experimental fue realizada en el area deportiva de la Facultad
de Cultura Fisica, adscripta a la Universidad Agraria de La Habana. Para la
ejecucion de los lanzamientos del implemento previstos en el disefio
experimental se seleccionaron dos estudiantes varones de 40. y 50 cursos de la

especialidad de eventos multiples, especializados en el lanzamiento de la %
jabalina. En total fueron ejecutados 15 lanzamientos, en los que fueron %

determinados los siguientes parametros: @
En calidad de variables independientes (Fig. 2) fueron considerada&'

siguientes:

Velocidad de liberacion del implemento: Vo ;

Angulo inicial de la trayectoria (angulo de liberacion) del i Ie>\ento: 0o;
|

Angulo de ataque inicial: o;

Altura de liberacion (distancia desde el suelo hdsta eNgentro de gravedad del
implemento al momento que pierde el contactosgon/la mano del atleta): yo;

Distancia horizontal entre el punto d{@ nto y la linea de foul: Xo.
4
——\\\fi

f& ”Representacion de las variables mdepnlentesbjt de determinacién
mediante procesamiento de imagenes.

iable dependiente principal fue definido el alcance del implemento (xr)
desde la linea de lanzamiento hasta la punta de la jabalina al concluir su
ectoria de vuelo.

Como variables de control fueron determinadas las siguientes:
Q — Magnitud y sentido del componente horizontal de la velocidad del aire en el
plano de la trayectoria del vuelo de la jabalina, medido a una altura media de
dicha trayectoria: Va;

— Masa de la jabalina empleada en los experimentos: m

10
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— Posicidn del centro de gravedad de la jabalina (distancia entre el c.g. y la
punta de la jabalina): Lcg;

— Aceleracion de la gravedad: g.

Para la determinacién de las variables independientes, que en definitiva
constituyen los parametros iniciales del lanzamiento, se aplicé el método optico
de captura de movimiento (Pueo y Jiménez, 2017), tomandose pelicul
digitales de los 15 lanzamientos que componian la muestra objet
investigacién, para su analisis posterior con medios computariza o%
procesamiento de imagenes.

Para la filmacion de las imagenes fue utilizada una camara d % arca
Canon EOS 70 D con un objetivo de 70,2 mm, colocada a unggst ncia de
filmacion L=10 m, segun se muestra en la Fig. 3. Las filmaciones realizaron
con una resolucidon de 1280 X 720 a 60 fotogramast do, con una

velocidad de ocultacion de 1/4000 segundos. Para dete

@ escala durante
el procesamiento de las imagenes, previo a las filma il C omaron imagenes
O

de reglas graduadas de topografia en posiciones | 'y vertical. Los filmes
fueron procesados en el Laboratorio de Jechglogias Educativas de la
Universidad Agraria de La Habana (LATED iante el software Adobe
AfterEffect CC 2017, obteniéndose las imig de cada fotograma para su
posterior procesamiento en un editor deN es, empleandose en este caso

el programa Paintbrush de Windows,\)
Ve

. Esquema de la filmacioén de los eventos de lanzamiento.1) linea de lanzamiento; 2)
Escala graduada; 4) campo de filmacién; 5) camara digital de video; L: distancia de la

I
%
Q camara hasta la linea de lanzamiento.

Sobre las imagenes correspondientes a los cuadros objeto de estudio,
importadas al programa Paintbrush, son localizadas las coordenadas
significativas (Fig. 4). Los valores de estas coordenadas son llevadas a una hoja
de calculo Excel donde se programan las ecuaciones que posibilitan determinar
los parametros iniciales del lanzamiento, empleando las expresiones mostradas
en la propia Fig. 4.

11
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La distancia alcanzada por el implemento (variable dependiente) fue medida
directamente en el campo de lanzamientos, empleando para ello una cinta
métrica con menor division de 1 cm. La distancia fue tomada desde la linea de
lanzamiento hasta el punto de contacto de la punta de la jabalina con el suelo al
finalizar la trayectoria de vuelo. La componente de la velocidad del aire en el
plano de vuelo fue medida con un anemdémetro digital modelo PROVA AVM-01
con precision hasta 0,1 m/s. Para la medicion, el captador de la velocidad del
aire era situado con su eje de rotacion paralelo a la direccion del eje horizontal
contenido en el plano del vuelo del implemento y a una altura del suelo entre 6
10 m. Producto de la peligrosidad de efectuar las lecturas de la velocida
viento en el momento del lanzamiento, éstas eran tomadas inmediatamepte
antes y después de cada lanzamiento, promediandose dichos valores.

A
¥z x Angulo de la E> 8 — arctan Vo1 — Yem:2
15:\\ Yy trayectoria: Xemi — Xemaz
cml . }’ - }-’u
Angulo de
. 4 = arctay ————
Y1 actitud: E> B=a+o= Xemi — Xpq
- Angulo de
X1z atague: E> a=p-6
Xem2
22 :
2
Y1 Velocidad del o \‘(x‘“‘ %em2 )* + (Yims — Yomz )
Xemi1 implemento: I}
X1 |
v

Fig. 4 Coordenadas significativas to Vante el procesamiento de las imagenes.

Con vistas a lograr un nivel idad en los experimentos, se orientd a los
atletas tratar de ejecutar mientos con diferentes angulos iniciales de
liberacion del implemento, agi como con diferentes angulos de ataque. Por otro
lado, se tuvo en cuen ectudr experimentos, tanto con el aire ambiente a favor,
como en contra a jon del lanzamiento.

RESULTADQS.Y DI'SCUSION

las filmaciones ya procesadas, correspondientes a uno de los

Fig. 5 Sucesioén de cuadros en el entorno de la liberacién del implemento.
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Es de interés sefalar, que dada la velocidad de filmacion, el tiempo transcurrido
entre un fotograma y otro es de 16,67 ms, suficiente para “detener” la jabalina
con suficiente nitidez y poder precisar los puntos caracteristicos segun la
metodologia expuesta (Fig. 4). El resultado del procesamiento de los datos

procedentes de los fotogramas seleccionados de la filmacién, posibilito,
mediante la aplicacion de las expresiones de la Fig. 4 y su programacion en hojas
de célculo Excel, construir los graficos de la posicion en el espacio de la jabalina
(Fig. 6) y determinar los parametros iniciales de los lanzamientos filmados.

-'J-: h""\-\.':*-\.h V
s A
g =
- S
-ﬁ: HHJ&-‘:
z '“‘}ll'ig.
‘g .H::?:S-;:\'\-\.
O i
.
-
T B
Coordenada honzomal, x (cm)
Fig.6 Resultado grafico de la posicidn de Ia¥abalina en el plano de la trayectoria,

Un resumen de los parametrps

correspondiepte'al la

de los fotogramas se mue

Tabla 2. Resumen de

estad

I3 Tabla

miento No. 1.

2.

s obtenidos después del procesamiento

rafos de los parametros iniciales de los lanzamientos,

os del procesamiento de los fotogramas.

ngulo Angulo Angulo
i de ataque | de ataque Distancia del punto
inicial inicial Altura de de liberacién a la
trayectoria positivo negativo |liberacion |linea de lanzamiento
0 () o (°) oo (°) Yo (m) Xo (m)
3 “4) &) (6) @)
32,22 5,40 -4,38 2,10 2,34
3,53 2,75 4,95 0,10 0,78
lor max. 20,17 38,98 8,15 -11,25 2,35 3,76
Vlalor min. 15,32 23,69 1,79 -0,57 1,90 0,53

La velocidad del aire ambiente, tomada en la direccion horizontal del plano de la
trayectoria del implemento, oscilé entre -3 m/s (en contra del movimiento del
implemento) y +1,5 m/s (a favor del movimiento del implemento), promediando
los valores positivos 1,45 m/s con una desviacion estandar de 0,14 m/s, mientras
que los valores negativos promediaron -2,33 m/s con una desviacion estandar
de 0,76 m/s. Por ultimo, la medicion del alcance del lanzamiento, medido desde

13
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la linea de lanzamiento, promedié 31,03 m, oscilando entre 23,22 m y 35,65 m,
con una desviacion estandar de 3,12 m.

Para la evaluacion del modelo de prediccidn, el sistema de ecuaciones surgidas
del andlisis de la dinamica y cinematica de la interaccion de la jabalina con el aire
y la gravedad durante el vuelo, fue resuelto mediante su programacion en
Mathcad, resultando el programa “Javelin” que ha sido registrado en el Centro de
Derecho de Autor de la Republica de Cuba (CENDA, 2018 y 2018a). El caracter
deterministico del modelo asegura la ausencia de incertidumbre en el result

de su evaluacioén, o sea, para un juego dado de variables de entrada, siem a%’
obtiene el mismo resultado o respuesta de salida. Q

El modelo brinda como salida fundamental un grafico de la tray 1Ia de la
jabalina, asi como tablas de datos de los que se puede determina p& ros de
salida, tales como: el alcance del implemento, el tiempo \%io, la altura
maxima que alcanza la trayectoria, los valores de las f S
sustentacion en funcion de la posicion de la jabalina
angulos que caracterizan la posicién de la jabalina duraf vlelo y otros datos
de interés. En la Fig.7 se muestra un grafico de i
ejecucion del programa “Javelin” con datos de entrdda tomados por Campos et.al.
(2004), correspondientes al mejor Ianzamient*de ano Emeterio Gonzalez

arrastre y

(84,32 m) durante el Campeonato Mundialade smo de la IAFF, Valencia,
1999.

175 = o ¢ javelin trajectory
15
— field level
125 .-"......."-.

L ip, vp coordinates of javelin tip

"0 5 10 13 0 35 30 33 40 43 50 55 &0 63 T 75 B0 23 o0 035 100

xp.I

Figura 7. Re tado@l’célculo con el programa “Javelin” de la trayectoria de lanzamiento
do’por Emeterio Gonzalez en Mundial de Atletismo, 1999.

a de validacion se efectuo evaluando el modelo con los datos de
edentes de los experimentos de lanzamiento ejecutados en el marco
Jvestigacion y entonces comparando los alcances de los lanzamientos
e de salida o dependiente) medidos experimentalmente, con los
ados mediante el modelo.

En la figura 8 se muestran los resultados de un analisis de regresion efectuado
entre el alcance de los lanzamientos medidos experimentalmente y la prediccidn
obtenida mediante la evaluacion del modelo con los datos iniciales de cada
lanzamiento. De las lineas de tendencia obtenidas se aprecia una fuerte relaciéon
entre las predicciones del modelo y los datos experimentales, caracterizada por
altos coeficientes de determinacion R2. Un resultado perfecto (casi imposible de
lograr, no solo desde el punto de vista del modelo, sino producto de la exactitud
de las mediciones experimentales), seria una pendiente igual a la unidad y un
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coeficiente de correlacion R=1. Puede apreciarse que aunque no se logra este
nivel, el resultado es muy satisfactorio. El error en porcentaje de la prediccién del
modelo con relacion a la medicion experimental, solo en uno de los lanzamientos
resultd superior al 2%, mientras que el valor medio modular de los errores

promedio 0,65 %.

Figura 8. Correlacién entre el alcance de los lanzamientos m
calculados mediante el modelo y el progra
(Ecuacién de regresién: y = 1.003 x; Coeficiente de determi

Una segunda via de validacion consistio en
procedentes de competencias internaciongles,
evaluacion de otros modelos reportado
un grupo de datos iniciales de lanzami

Alcance medido, m

26 I8

L]

los Juegos Mundiales Estudiantile

correspondientes a una seleccig
modalidad femenina. Estos dat
usando simulacion computasi
via de validacion del mode

oY

La Tabla 3 muestr,
los resultados d
Ambos mod
obstante, |

cion del modelo

e

12 14
Prediccion, m

i is

“

ion: R?=0.989)

os 8xpErimentalmente y

uar el modelo con datos
i"como con resultados de la

ratura. Para esto se selecciond

omados por Best et. al, (1993) en
os en Sheffield, Inglaterra, en 1991,
ejores lanzamientos ejecutados en la

bién fueron evaluados por Chiu (2009)

a,por lo que sirvié de base comparativa como
Javelin” presentado en este trabajo.

ltados compilados por Best et. al (1993), asi como
“Javelin” y del modelo de Chiu (2009).
ntan una aproximacién satisfactoria al resultado real, no
s en porcentaje obtenidos con el modelo “Javelin” resultaron
tenidos por Chiu (2009).

ultados de la evaluacién de los modelos tedricos vs resultados experimentales
idos por Best et al (1993) en competencia mundial de la modalidad femenina.

Angulo Alcance
inicial Angu- | Altura calculado | Alcance
Vel. de de la lo de de por el calculado | Error | Error
No. del |liberacion trayec- ataque | libera- | Alcance | modelo modelo modelo | modelo
lanza- Vo toria 0, | inicial | cion, medido | “Javelin” | de Chiu Javelin Chiu
miento | ( m/seg) © ao(®) |yo(m) |xr(m) Xfc (m) Xfch (m) (%) (%)
(€)) (2) 3) ) &) (6) Q) ® (&) 10)
Feml1 242 34,5 1,5 1,66 57,22 56,66 57,68 -0,979 0,8
Fem2 24,6 39 1 1,68 59,34 60,55 61,33 2,039 33
Fem3 24,8 38 0,5 1,62 62,32 61,02 60,70 -1,218 -3,5
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Femd | 242 | 335 | 135] 1,72 | 5828 | 5899 | 5624 | 2084 | -25

Error medio modular (%) | 1,58 2,56

Otra via de validacion consistioé en evaluar el modelo de Hatton, 2005 (disponible
en linea), introduciendo los datos procedentes de las filmaciones efectuadas en
el marco de esta investigacion y entonces comparar los resultados con los
obtenidos durante la evaluacion del modelo “Javelin” con esos mismos datos de
entrada y teniendo en cuenta que el software de Hatton no comprende valores
de Vo por debajo de 18 m/s, ni valores de 6, inferiores a 30°. En la Fig. 9
muestra la comparaciéon de los resultados medidos experimentalmente ¢ S
provenientes de la evaluacién de ambos modelos,

® @ @ Oprediccion Javelin

N
o

w
a
®

e datos reales

N
(6]

O prediccion Hatton

Alcance real y
prediccion
w
o
e
®
0Oe
®

20
0123456 7 8 91011121314 Ejecucion

Figura 9. Comparacién del alcance real del implemento s resultados de la evaluacion de
los modelos “Javelin” y de Hatton, 2005.

De la figura se aprecia que los resuyltad modelo “Javelin” presentan un
mejor nivel de aproximacion a | uljados experimentales en relacion al
modelo de Hatton, Un andlisis e ic® del error medio modular de prediccion
arrojo un porcentaje de error, d elo “Javelin” de 0,65% y en el caso del

modelo de Hatton, de 2,1%

CONCLUSIONES L

Se obtiene un @ ecanico-matematico del vuelo de la jabalina en su
interaccion conel aifgcircundante y con la fuerza gravitatoria. La evaluacion del
modelo co yuda de un programa de computacion elaborado a los efectos,
posibilit los principales parametros que caracterizan la trayectoria del
vuelo dea jaBalina, en funcidn de parametros de entrada tales como la velocidad

liberacion del implemento y las coordenadas del punto de liberacién,
as propiedades inerciales y aerodinamicas de la jabalina.

oceso de validacion del modelo mediante la comparacion de los resultados

el alcance del lanzamiento calculado y el obtenido mediante mediciones

experimentales, realizadas en el marco de esta investigacion y a través de la

comparacion con resultados de competencias internacionales, arrojo un error

medio de prediccion entre 0,65% y 1.58%, el cual resulté inferior al obtenido con
otros modelos reportados.
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ANEXO 1

1.1 Muestra de capturas de pantalla del programa “Javelin M”

"

|i| Javelin-M para capturas

Javelin-M

INTRODUCCION DE DATOS PARA LA CORRIDA DEL PROGRAMA:

Posicion x=0; y=0 j=20

¥ - es5 la coordenada horizontal del centro de masa de la jabalinag;
¥ - es5la coordenada vertical del centro de masa de la jaballina;
¥Xp -es la coordenada horizontal de la punta de la jabalina;

yp - es la coordenada vertical de la punta de la jabalina.

Angulo del lanzamiento {angulo inicial de la trayectoria):
_ Bgr =343  grades

E
'ﬁj = 'ﬁg[ﬁ 'ﬁj = (g2 rad

Angulo de ataque inicial:

ogrg = L3grados oy = c:.grc.-% og = 0026 rad

ﬁmgulc-de actitud inicial de la jabalina:
Bj = 6j+o; Bj= 0628 rad o = 0.026 rad

130
Berj = By — Bgrj=36  grados

Velocidad inicial del lanzamiento:

vi=202 = 3.6 = 105.12 0
g hr
Velocidad del aire:
m a
Va=-=8 = Elsigno menos de Va . e
5 gignifica aire en contra del v phr = Va.3.6

Vakmphr = —10.08

movimiento,

* [

-9

3
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yj =180 m Yo =18

=-15 m Xp =-1.5

Dimensiones de la jabalina:

Diametro en la empunadura: d:= 0025 m

Area de laseccion longitudinal:  Ss = 0.0613 m*
Distancia del c.g a la punta: b=110 m

Masa de lajabalina m:= 0800 kg

Coordenadasde la ]Ilnta
xpj = xj+bcos(By)  yp;i=y;+bsin(By)

Densidad del aire: 7 =12 E;
m

Aceleracion delagravedad g=98 —
5

DESARROLLO DE LOS CALCULOS
Posicion j =1

Angulo que formala velocidad relativa con la horizontal
entre dos posiciones:

Vj-1-sin(8;-1) J

Vj—l'm(ﬁj-l) -Va

20
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e 180
= 03552 rad D= e —
Ui bErj = 9 - berj = 31_451_{*3}

Determinar angulo de atagque de la jabalina:

j = op+ Bj-1 — ¥j

ogrj = 05—

Determinar angulo de actitud:

150

Bi=#j+ 0y Bj= 0628 rad Ber i = Bj Ber j = 36 {D}

Determinar Coeficiente de resistencia (arrastre) para la jabalina
maodalidad femenino:

Caj = | 210" {ogr;)’ | + 242107 {ngrj)* + 0.077
Caj = 0.081

Determinar Coeficiente de sustentacion para la jabalina modalidad
femenino:

Csj = 2107 *{ogrj+3) +235.107 *ogr j + 3% + 1.107 . (;gr + 5)
Cs; = 0.028

Determinar magnitud de la velocidad relativa entre la jabalina y el aire
entre dos posiciones:

1|l.'ri'j = J{‘vrj_l- E-i.ﬂ{ﬁj_l}}l + {vj_l -ms{ﬁj_l} - \'ra}l 1|l.'ri'j = 31.54?—

™
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Determinar Fuerza de resistencia (fuerza de arrastre o drag force) del aire n
entre dos posiciones:

1 ,
Raj = 5 CajSs-sinfog) - (Ve N Raj=0228 N

Determinar Componentes de la fuerza de resistenciadel aireenx ey
entre dos posiciones:
Math (&

Rax; = Rajcos(9;) Ray; = Raysin(ty) B A

Raxj = (0.194 N xr= I% {f_
Rayj= 0118 N il cf

Determinar Fuerza de sustentacion:

1 ,
Rs; = i.f:sj.ss.ms{mj}.-.f.qﬂwj}i N Rsj = 1.037 N

Componentes de la fuerza de sustentacion (lift force)enx ey
entre dos posiciones:

Rsyj = Rspsin(g;)]  Rsyj = Rsjcos(pj) Rsyj = 0344 N
Rsyj= 0.883 N
Determinar aceleracion, velocidad y posicion del centro de masa:

Determinar Aceleracion en x

Rﬂﬁj +E_'=-Kj

afj -
. il

Determinar Aceleracion en y

Rayj+ mg—Rsy; =

ayj =

[l
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Declararintervalo de tiempo aevaluar:

At=01 =
Dete minar Welocid ad en x

Vi = Vi_1-cos{6;_1)— ax;- At
j i-1 5{ i 1} 1 Vxj = 23.973
DeterminarVelocidad en y:

Determminar Recorndoen x:
Xj = Ej-1 +‘u’j_1-ms{ﬁj_1}-ﬁt— %axj-ﬁtl xj = 0802

Deteminarrecorndoen y (altura del c.m. de la jabalina con respecto
3l oalnls

0 e e

: 1 2
¥ = ¥j-1 +vj—1'5m{ﬁj—l}"ﬂ't_ Eﬂb’j'ﬂt ¥ = 341

Deteminar Coordenad as de la punta de la jabalina:

Xpj = X+ h-ms{ﬁj} YPj = ¥jt b E-i.ﬂ{ﬁj} xpj= 1782 m

) . ) vpj=4036 m
Dvete minar Modulo de la Velocid ad Absoluta:

Vi = o (Ve + (V) vi=28631 =
=

Determinarangulo tangente a la traye ctoria que define la direccion
+de la velocidad absoluta de la jabalina:

Berj = 33.143
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r

Se repiten los calculos para j=1..n

+ A
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS ;
t=1.11.10
0 0 0 0

25(35 25| 57.98 25(15.221 25| -10.64
26(36 26| 60.285 2614543 26112816
27(37 27| 6259 27[13.774 27114.953
28(38 28| 64.895 28| 12.911 28117.044
2a(39 29| 672 29[ 11.957 291-19.087
30| 4 30 69.507 30( 10.91 30}21.075
31| 4.1 31| 71.814 31| 9771 31}23.007

t=(32]42 xp = [3274123] ¥p = [32| s539| Per=[32] 24388
33|43 33| 76.434 33| 7.215 33126.691
34|44 34|78.747 34| 5797 34128.441
35|45 35/81.062 35| 4287 35130.127
36|46 36] 8338 36| 2684 36131.751
37|47 37| 85.701 37| 0987 37133.313
3gl48 E:? 3888.025 3g| -0.802 38134.813
39|49 391 90.352 39| -2.686 39}136.253
40[ 5 4092683 40| -4.662 40137633
El valor de xp correspondiente a yp=0 coincidira con el alcance
maximo del implemento. En este caso estara entre 85,70 y 88,02 m,
lo cual se precisa en el grafico de la trayectoria. [:l

p
[

<
&
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Grafico de |la trayectoria de la punta del
implemento:
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Detalle de la zona de contacto de la punta
del implemento con el suelo.
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Otros resultados;
Angulo de actitud, (°)

]
]

Velocidades absoluta V' y relativa \r (respecto al aire), mis
50

40

=

10 20 30 40 50 &0 0 ] %0
® 90
Fuerzas de arrastre y sustentacion, M

"""""=h...._,__ e

] 3

:y,
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